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XIII3. 


1. INTRODUZIONE 


Sia £ aperto in R x R" tale che 2 ame R"|(t,x) cQ} # 9 


per 0 s t < 1. Date le funzioni 
2 >(t,x) — F(t,x) # 9 compatto convesso in R", 
dx > f(x) E R, 
consideriamo il problema 
(P) min{f(x(1))]x(t) € F (t,x(t)) q.d., (t,x(t)) EN 
per 0Sts<1, x(0) = xo? x(1) e C,} 


Se esiste $ € c! (Q) tale che 


di (8%) + p,(t3x) *y20,VyeEF(t,x), V (t,x) E9, 


d(1,x) = f(x), Vx EC,» 


d(0,x ) = f(z(1)), 


dove z(-): [0,1] +R" è una "traiettoria ammissibile" per (P), allora 


si ha per ogni altra traiettoria ammissibile x(-) 
1 
d(1,x(1)) - 9(0,x,) = | [pp (t,x(t)) + p,(t.x(t))-X(t)]dt 20, 
di 


e quindi 
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x(1) € Cc, > f(x(1)) => f(z(1)). 
Pertanto z(-) è soluzione del problema (P). 

Clarke e Vinter [1] hanno provato che la esistenza di una fun 
zione $ così fatta implica anche che il problema (P) è "calmo in z(-)". 
Inoltre hanno provato, sotto convenienti ipotesi su F e f, che,se z(*) è 
soluzione locale di (P) e (P) è calmo in z(-), allora esiste in un intor 
no di z(-) una funzione $ lipschitziana che verifica le condizioni indi 
cate sopra "in senso generalizzato". 

Qui ci proponiamo di esporre i risultati di [1] con una inte 
grazione relativa alle soluzioni generalizzate secondo Crandall-Lions [2]. 
Tali risultati sono espressi mediante i concetti di "gradiente generaliz 
zato", "cono normale", per i quali rimandiamo a [3], e di un altro tipo 


di gradiente generalizzato introdotto în [2], 


2. PRELIMINARI 


Facciamo le seguenti ipotesi sui dati del problema (P) 
a) f è lipschitziana in %U; 
b) C, è chiuso; 
c) F assume valori nonvuoti compatti e convessi in p, è continua rispet 


to alla distanza h di Dousdorff, ossia 
(1) h[F(t',x'), F(t,x)] +0 per (t',x') > (t,x), 
esiste una costante L =2 0 tale che 


(2) hIF(t,x'), F(t,x)] sLjx'-x], 
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esiste una costante M > 0 tale che 
(3) F(t,x) CMB. 


Qui abbiamo indicato con B la sfera {x € R"| lx] < 1}. 
La funzione hamiltoniana è definita da 


(4) H(t,x,p) = max{p.v|v EF(t,x)}, 


dove p.-v indica il prodotto scalare in R', 

Dalle ipotesi fatte su F segue che H è continua su 9 x R! e 
che H(t,-,-) è localmente lipschitziana. 

Ricordiamo le definizioni di Clarke [3] di derivata genena- 
lizzata nella direzione h, per f localmente lipschitziana, 


£°(x;h) = limsup Forest) - f001) TI 


x'ix 
S+0+ 


di gradiente generalizzato 
af(x) = {ve R"| Vhne R°: vhs £° (x;h)} = 
=<{lim vf(x.)]|x, + x}> 
lai 4 


e di cono normale al chiuso C in x € Cc 


N(C;x) = U t ap(x,C) = 
tzo 


È v 
= <{lim t, (xj2X;) [t,20,0 d x; + X3C 3X = punto di minima distanza da xD 
130 


XIII-6. 
essendo 
p(x,C) = inf{|y-x||y € C}, 


<A> = involucro convesso di A e A = chiusura di A. 
Crandall e Lions [2] hanno introdotto un nuovo tipo di solu- 
zione generalizzata (viscosity solution) per l'equazione di Hamilton-da 


cobi 
(5) G(x,u(x), Vu(x)) = 0, 


utilizzando gli insiemi 


(6) Due pe de dle e call, a pp, 
Co) DX, XXX 


Co) 
dove u è continua in un intorno di x? v = max{t,0}, - t = min{t,0} e 
Vu = gradiente di u. 

Se 0 è aperto in Re GIO x Rx R"+R è continua, la funzio 
ne u:0 + R continua si dirà, seguendo [2], soluzione generalizzata della 


equazione (5) se 
(7) + G(x,u(x),v) < 0 per ogni x e 0 eve D'u(x). 


In seguito esporremo alcune delle principali proprietà di 


queste soluzioni generalizzate. Per ora ci limitiamo alla seguente 


Proposizione 1. Se u : 0 + R è continua, valgono le afferma- 


zioni 


i) se esiste il gradiente Vu(x), allora 
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(8) D'u(x) = D'u(x) = {vu(x)} ; 

ii) se D'u(x) # 9 # D'u(x), allora D'u(x) = D'u(x) = {Vu(x); 

iii) ognuno degli insiemi D'u(x), D'u(x) è non vuoto su un sottoinsieme 

denso di 0 ed è convesso; 

iv) se u è localmente lipschitziana, si ha 

(9) D'u(x) U D'u(x) C 3u(x) 
e se u verifica (7), allora verifica (5) quasi dappertutto su 0. 

Le prime due affermazioni si verificano faciImente. Provia- 

mo iii). Sia x 0 e sia e > 0 tale che x + eBC 0. Seguendo [2] » fis 


lo) 
siamo 0 < g € C (x #8) tale che 90) = 1. Allora si ha 


max{g(x) [u(x) - ul») + 1]| Iaox 18€? = 


tI] 


g(x_) [u(x_) = u(x,) +17 81 


e quindi deve essere Loesa Se e gx) > 0- Ne segue che si ha in un 
intorno di x 

E 
390 [U(x) - u(x) +11+ u(x) 21 = h(x), 
(x) = h(x)» 
u(x) - u(x ) s h(x) - h(x E 

E È 

= vh(x_) "fex) + Iaox_Ir(x), 


con r(x) + 0 per x + X_- 


Di conseguenza si ha 
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[utx) -u(x) - W(x)- (x )] i a 


|x-x_| Xx 
(A E. 


PRICE: + 

e quindi vh(x_) e D u(x_)» Dx xo! < e. Questo prova iii) relativamente 
+ 

a Du. 


Proviamo iv) per D'u. Se ve Dux)» si ha 


Lu(x) = x) = vedi * ; 
xx = rho xo 


(0) (o) 


u(x) - u(xo) - ve (x) $£ ex 190) 


e di qui segue, con x - o = th, t>0; 


v:h - |h| rx ten) < 
vu) - u(x th) 


LTAS 


t 
u((xtth)-th)-u(x_+th) 
E 


e quindi 
v:(-h) < u° (x 5-h) ,VneR". 


Ne segue che v € dux) - In modo analogo si procede per Du. Si comple- 
ta la dimostrazione di iv) ricordando che u è differenziabile quasi dap- 


pertutto in 0 e che vale (8). 


osservazione. L'inclusione in (9) può essere stretta, poi- 
ché esistono funzioni lipschitziane u differenziabili in x ma con 


du(x) # {Vu(x)}. 
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3. INCLUSIONI DIFFERENZIALI: DEFINIZIONI E RISULTATI PRINCIPALI 


Ritorniamo ora al problema (P). Diremo, seguendo [1], traiet 


toria ogni funzione assolutamente continua x(-) tale che 
[0,1] > Lt tp lL R", 


(t.,x(t))eN per tsts t 


k(t) e F(t,x(t)) q.d. 


x(6) = LIE x(1) € C, 


Se e > 0, poniamo 


n 

T_(x(*) = {(t,y) e [ts] X R [ly-x(t) < e per ti stst 
La traiettoria ammissibile Z (») si dirà Localmente ottima 

se esiste e > 0 tale che T.(2(+)) Ce se f(z(1)) $ f(x(1)) per ogni al 

tra traiettoria ammissibile x(-) contenuta in T_(20)). 


In [4]è contenuto il seguente 


Teorema 1. Sia z(-) : [0,1] + R" localmente ottima per il pro 
blema (P). Allora esistono un numero reale X € {0,1} e una funzione asso 


lutamente continua p(-) : [0,11 +R" tali che 


(-b(t), Z(t)) caH (t,z(t),p(t)) qu. , 


-p(1) e N(C,:2(1)) + A9f(z(1)) , 
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X+ |p(1)|> 0. 


Sempre seguendo Clarke [4], diremo che il problema (P) è Lo 
calmente calmo nella traiettoria z(‘) localmente ottima se esistono le 
costanti e > 0 e K > 0 tali che 


(10) f(z(1)) - KJu] < f(x(1)) 


per ogni u € Re per ogni traiettoria x(-) : [0,1] + R" contenuta in 


T_ (20) Ce verificante le condizioni 


(11) x(0) = xo? x(1) € C + U 


Data la traiettoria x(-) contenuta in T_(20)), se x(0) = x 


p(x(1), C,) |x(1) - c, | ,cqec 


1 E) 


otteniamo da (10) con u = x(1) - c 


1° 
(12) f(2(1)) s f(x(1)) +K p (x(1), GC). 


Pertanto, se (P) è localmente calmo in z(-), z(*) risolve anche il pro- 


blema 
(P') minff(x(1)) + Kp(x(1), Cc) |K(8) € F(t,x(t)) q.d. |, 
x(t) - z(t)]<e per 0st s1, x(0) = xo} 


Se si applica il Teorema 1 a questo problema, con c, =R,e 
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quindi con N(C,3 z(1)) = {0}, e con la funzione f sostituita da f(.) + 


+ Ko(-, c,)» si vede che deve essere A = 1 e quindi che p(-) e z(-) ve 


rificano le condizioni 
(13) (-b(t), Z(t)) caH(t,z(t), p(t)) q.d., 
(14) -p(1) € 3 f(z(1))+ K ap (Z(1), Cc) 
Ne segue che in questo caso vale il Teorema 1 con X = 1. 
Con Clarke e Vinter [1], diremo che i] problema (P) è forte- 


mente normale nella traiettoria z(-) localmente ottima se i1 problema 


(-b(t), Z(t)) caH (t,z(t), p(t)) q.d., 


" 
[<—») 


ha come unica soluzione assolutamente continua la funzione p(t) 
per (st 51, 

Dunque anche in questo caso vale i] Teorema 1 con X = 1. 
Clarke e Vinter [1] hanno provato che la forte normalità implica anche 
la calma locale in z(*), come vedremo nel Teorema 3. 

I risultati principali sulle inclusioni differenziali che ci 


proponiamo di esporre sono enunciati nei teoremi 2 e 3 che seguono. 


Teorema 2. Sia z(*): [0,1] + R" una traiettoria ammissibile 
per il problema (P). Allora sono equivalenti Je affermazioni (A) e (B) 


seguenti 


(A) Esistono & > 0 tale che Tg(20)) CS e una funzione local 


mente Jl'ipschitziana è : Tg(20)) > R che verifica le condizioni 
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(15) 9(0,x,) = f(z(1)), @(1,x) = f(x) per x € C, 


e una delle condizioni (1a)-(5a) seguenti nei punti interni di Tg(2(°)) 


(1a) a - H(t,x,-8) 20, V(a,B)e agl(t.x) ; 
(2a) gi (tx) - H(t,x, - d, (8%) 20 Qi = 
(3a) minfo-H(t,x,-8)](a,B) € 30(t,x)} = 0; 
(4a) d(t,%) - H(t,x, > d,(t,x)) =0 Q.d. ; 
(5a ) o-H(t,x,-8) 20 , V(a,B) EDlt,x) ; 


(B) z(-) è localmente ottima e (P) è localmente calmo in Zi 


Osservazione. Vedremo nel corso della dimostrazione che la 


funzione $ che compare in (A) deve verificare anche la condizione 
(15°) o(t.,z(t)) = costante per 0sSts1. 


‘Una condizione sufficiente per la validità dell'affermazione 


(B) è data dal seguente 


Teorema 3. Sia z(-) : [0,1] + R" una traiettoria localmente 


ottima per (P). Se (P) è fortemente normale în z(*), allora (P) è calmo 


in z(*). 
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4. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2 


Se (k A) rappresenta l'affermazione "esiste ò come in (A) 


che verifica (15) e (ka)", proviamo le implicazioni 


(1A) > (B) > (4A) + (3A) > (1A), 


(B) > (5A) + (ZA) > (1A). 


Procediamo come nella dimostrazione del Teorema 5.1. di [17 
Nell'enunciato di tale teorema sono considerate solo le affermazioni 
(3A) e (B), ma nel corso della dimostrazione sono provate le implicazioni 
(1A) + (B) + (2A) > (1A) e (B)+ (3A) + (1A). Per (5a) si veda [5]. 


Lemmà 1. Sia x(-) : lt) + R" assolutamente continua, sia 
t un punto di Lebesgne per x(-) e sia è: T;lx(-)) + R lipschitziana. Al 
lora i limiti 


d(t+h,x(t+h)) si d(t,x(t)) 
lim ——_______m, 
fai h 
li d(t+h x(t) +hx(t)) - d(t,x(t)) 
m LT xt) + hx (t)) - d(t,x(t)) 
ta h 


esistono o non esistono contemporaneamente e se esistono sono uguali. 


Si ha infatti, se L è la costante di Lipschitz per $ e se 
h> 0 
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| d(t+h, x(t+h)) - g(t,x(t))  d(t+h, x(t)+hk(t))-@(t,x(t)) |, 
h h ? 


< î |x(t+h) - x(t) - h&(t)] = 
t+h 
5 L | [X(s) - &(t)] ds| £ 
t+h 
< L |k(s) - k(t)) ds To #0 


e questo basta. 
Proviamo ora che (1A) + (B). 


(z(*)). 


Sia x(-) : [0,1]> R" una traiettoria contenuta in Ti 


Allora la funzione t — d@(t,x(t)) è lipschitziana e quindi 2ci ha 
i d 
G) eci,x0) - 000,00) = | L octx(e)) de. 
o) 


Supponiamo che t € [0,1] sia punto di Lebesgne per x(-), che &(t) € F(t,x(t)) 


e che esista la derivata i d(t,x(t)). Allora segue dal Lemma 1, per 


h+o0 +, 


_ i è (t4(t)) = Tim - (temi x (E)ehi(t)) colt, (t) 


2 tim dC) - h,(x(t)+hX(t))-hk(t))-g(t +h,x(t)+h%(t)) 
> Hg Pe. 


e di qui segue 
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= dlt,x(t)) s 9o(t,x(t); -1, -£(t)) = 
= max {-(1,k(t)) - (a,B)|(a,8) € ag(t,x(t))} = 
= min {a+8 - X(t)|(a,B) e dg(t,x(t))}. 
Si ha poi 
-B + k(t) s max{(-B)-yly EF(t,x(t))} = H(t,x(t), -8) 
e quindi si ha, quasi dappertutto, 
SE O(t,x(t)) > minfo-H(t,x(t), -8)](0,6) € ag(t,x(t))) 
e quindi, a causa di (1a) 
(ii) 
Se x(0) = x: da (i) e (ii) segue 
(iii) 9(1,x(1) - f(z2(1)) > 0. 
Se x(1) € C.da (iii) e da (15) segue f(x(1)) > f(z(1)), ossia z(-) è lo 


calmente ottima. 
In ogni caso si ha, se poniamo p(x(1), C,) 5 le, x(1)];6, € Co 
|z(1) - c,| s 21) - x(f)] + [x(1) - cl s 2 |z(1) - x(1)| <6, 


e quindi (1,c,) S Ta (z2(*)) e da (15) segue 
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d(1, c,) S f(c,). 


Detta K la costante di Lipschitz della funzione x + $(1,x) - f(x), si ot 


tiene dalle formule precedenti 


$(1,x(1)) = [@(1,x(1)) - f(x(1))1+"f(&(1)) < 
s K |x(1) - c,]+ f(x(1)) 

e quindi 

(iv) d(1,x(1)) s f(x(1)) + Ko(x(1), C,). 


Se x(0) = x, e 5e x(1) € C, + u, si ha p(x(1), C,) < |u| e 


i 
quindi!, a causa di (iii) e (iv), 


f(2(1)) < f(x(1)) + K |u] 


Con questo si è provato che da (1A) segue (B). 
. Supponiamo ora che valga (B). Allora esistono le costanti po 


sitive K, e tali che 
(Wi Tea 
(vi) £(2(1)) s f(x(1)) + Ko(x(1), C,) 


per ogni traiettoria x(*): [0,1] > R" contenuta in T3 (20) a verifi- 
cante la condizione x(0) È xo 
Osserviamo che, se esiste la funzione $ che si desidera defi 


nita su Tao (20%) e se x(*): [s,T1] + R" è una traiettoria contenuta in 
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T, (204) e se x(s) = u, dalle formule (ii) e (iv) precedenti segue 


$(s,u) s f(x(1)) + Ko(x(1), c,). 
Seguendo Clarke e Vinter [1] , poniamo 
i + 
(16) d(s,u) = inf{f(x(1)) + Ko(x(1), C,) + q f xe) 1-0) dt| 


Ss 


x(t) e F(t,x(t)), |x(t)-z(t)|<3e per s st < 1, x(s) = u} 
Per provare che $ soddisfa le nostre richieste premettiamo alcuni lemmi. 


Lemma 2. Esiste una costante A > 0 tale che, dati a piacere 
ad Din & E [8,» spl C [0,1] e la funzione x(-): ls,» sp] + R" assoluta- 


mente continua che verifica le condizioni 


TG) CQ , 


S ì 
AS? (ec), Fit, (e) de ca, 
DS 
i 


esiste una traiettoria y(*): [S 357] + R" che verifica le condizioni 


' 1 


S S 
| | Iy(t) - k(t)]dt]|s al | p(X(t), F(t,x(t)))dt| , vs' € [ 


SaS la 
il Ù Pa 


Iy(t) - x(t)] <a per s,< t<s 


I 2° 
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Questa è una variante di noti risultati sulle inclusioni 


differenziali (cfr [6], [7] oltre a [1]). 


Lemma 3. Supponiamo che siano soddisfatte le condizioni (1), 


(2), (3), e (v). Supponiamo inoltre y > 0, |f(x)| £ M, per |x-z(1)|< 3e e 


€ 4M 
0 << DAL ? q> 2 (K(1+AL)S+ Mv)» 


essendo A la costante che figura nel Lemma 2. Allora sono valide le se- 
guenti affermazioni 

i) per ogni ‘(s,u) € Tg(2()) esiste una traiettoria x(-): [s,1]+ R" 
tale che x(s) = ue |x(t) - z(t)| < S(14AL) pers st s 1; 


ii) per ogni (s,u) eT(z(+)) si ha $(s,u) = minimo del funzionale a 
secondo membro în (16) e ogni traiettoria minimizzante x(*) verifi 


ca la condizione |x(t) - z(t)| < 2 e pers st s 1; 


iii) se (s,u) € Tg(2()) e x(*) è una traiettoria minimizzante per $ (s,u), 


esiste o > 0 tale che (t,x(t)) E Tg(2(-)) pers <t<Ss+0 e 
(17) ‘d(s,u) = è(t, x(t)) pers stss+0; 
iv) Se |u-z(1)|< 6 , allora 
d(I ;u) = f(u) + 0 (u,C,); 
v) se vale inoltre la condizione (vi), si ha 


d(0,x) = f(211)) = d(t.z(t)) per0stsl. 


Poniamo 
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1 5 
(8) 9, 00) = FGC) + Kobe), c)) +9 f (Ixte)ze) [morta 
" S 


Per provare i) applichiamo il 


Lemma 2 alla funzione 
x(t) = z(t) + u-z(s) ,ssts1, 
per la quale si ha 
r(t) = p(X(t), F(t,x(t))) = p(z(t), F(t,z(t)+u-z(s))) < 
s hIF(t,z(t)), F(t,z(t)+ u-z(s)))] SL |u-z(s)| 
e quindi 
1 
A | r(t)dt s AL]u-z(s)| < AL6 = a. 


5 
Si ha anche T_ 6x0) "e T_ (20) CQ e quindi possiamo dedurre dal Lemma 
2 che esiste una traiettoria y(-): [S1] > R" contenuta in TC) ta 
le che y(s) = u e 


Iy(t) - z(t)| < S(14AL)  pers<ts 1, 


come si voleva. 


Per provare ii) poniamo per ogni (s,u) e T;(20)) 
(16') E, gf {&x(-); [s,1] > R"]x(-) = traiettoria, x(s) = u, 


x(t) - z( )| s2eperssts1}, 
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e dimostriamo che si ha 


(16") d(s,u) = minfg. CY) E 


Cominciamo a provare che, se la traiettoria y(-): [s,1] > R" 


verifica le condizioni x(s) = ue 

max{s(t)|s st $ 1} = S(t) > 2e, 
essendo 

S(t) = |y(t) - z(t)| < 3e pers sts1, 
allora risulta 


(vii) 9 ul) 2 Y + $(s,u) 


Si ha infatti, ricordando (3), 


t 
s(t) - s(t) s il (|y(r)|+|2(r)|)dr] < 2M|t-t], 
t 


e quindi 
s(t) = s(t) - 2M|t-t| > 2e - 2M|t-t| 
Ne segue che si ha &(t) - e > 0 per ogni t verificante la condizione 


= E 
|t-t| < 20 * 


Osserviamo che si ha per t = s 
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e > 6 > S(s) > 2e - 2M |t - sl 
e quindi 

bra E 

t-3m° 5 » E < 2M.. 


Da quanto sopra segue 


1 A f E 2 
{ (S(t) - e) dt > [e - M(t-t)] dt = © 

* € 4M 
S t- 20 


Sia ora x(°) una traiettoria che soddisfa le condizioni in i). Allora 


si ha 
95 VC) = 9 400) = F(YCI) + Ko(y(1),0,) + 


1 
+9 $ (608) - el'at - FORI) - KoGKCI), 6) - 0 è 
S 


2 
e 
> - 20, - K |x(1) - z(1)] > 
gel 
si" zM, - Ks(1 + AL) 2y 


e quindi è vera la (vii). 


Di conseguenza si: ha 


d(s,U) = inf{g aC) (= E. ” 


» 


Per provare che vale (16") prendiamo una successione x (°) € E, u Per 
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cui sia 


UAN 


. Paes 
d(s,u) $ g (x: (°)) < 6(s,u) j 


S.Uu 


UA 
ct 
IA 
dà 


Allora si ha per s 


x; (5) = U) 
x; (8) (Si F(tx, (t)) q.d. , 
lg (t)] < M qud. , 


lx; (t) — 2(t)| s 2e 


e di qui segue (cfr [7] per esempio) che si può estrarre una sottosucces 
sione uniformemente convergente alla traiettoria x(-) € Eeciì per la qua 
le si ha g(s,U) = CRA CIG? 

Proviamo iii). Per la traiettoria x(*) si ha x(*) €E e 


s,Uu 
inoltre si ha pers St sf 


È 
(60) = 90x09) = a xe) -200)- are ta | (tar + 
. $ È 


+ 


f(x{1)) + Ko (x(1), C,)] = 


t 
q ([x(r) - z(r)] - e) dr + 9t.x(t) (x(*)) 2 


VA 


È 
q | ceo) 20m] - tara alto (8)) 
$ 


poiché la restrizione di x(°) all'intervallo [t,1] appartiene a E, x(t)” 


tale che g(t,x(t)) = % x(1) VC )). 


Sia y(-) € E, x(t) 
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Posto 


IA 
se 

A 
Ca 
w 


x(t!) a isiallio 
Soto) per t 


IA 


t' si 3 


® si A € e ® 
si. ha x(°) Rush e quindi 


t 
d(sS,U) < 9 ul) = q (jx(r) - z(e)| - e)* dr + d,x(t) (y(*)) = 


t 
= q | (lx(r)-z(r)]- e) dr + d(t.x(t)) 
Ss 


Pertanto abbiamo provato 1a formula 
È + 
(17°) 9(s,u)=q | (|x(r)-z(r)|-e) dr+g(t,x(t)) , perssts tà 
S 
dove x(-) € E, ù è minimizzante per $(s,u). 
Se si prende o > 0 tale che sia Ix(r)-z(r)] < e 
per s sr ss +0, da (i17') segue (17). 
La iv) è evidente da (16). 
Proviamo v). Siccome z(-) € E s Si ha 
0,Xo 


9(0,x.) 5 do, xo (z2(*)) = f(2(1)) 


Inoltre ida (vi) segue Li C469 91 % xol*(*)) per ogni x(*) E, e 


quindi 


f(z(1)) < d(0,x.) 


Pertanto si ha 
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£(z(1)) = d(0,x,) = A 


e il resto segue da (17'). 


Questo conclude la dimostrazione del Lemma 3. 


Lemma 4. Sotto le ipotesi del Lemma 3, la funzione 


d: T, (z(°)) + R definita in (16) è localmente lipschitziana. 


Proviamo prima la lipschitzianità rispetto a u mediante il 


Lemma 2. Sia d(s,u) = 9, uf)» con x(*) € E. u Poniamo 
x(t) =x(t)+u-u , sstsl. 

Allora si ha, poiché X(t) € F(t,x(t)), 
rit) = p (K(t), F(t,X(t)) = o(k(t), F(t,x(t) + u-u)) s 
<hIF(t,x(t)), F(t,x(t) + U-u)] $ L|u-u| 

e quindi 

1 - 
A | r(t)dt < AL|u-u|] < ALS = a, 


Ss 


se supponiamo |u-u| < 6. In tal caso si ha anche T_ GC) CT, (2(-)) cQ 
e quindi possiamo applicare {1 Lemma 2 e ottenere una traiettoria 


y(*) :[s,1]> R" tale che y(s) = X(s) = ue 
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1 
Iy(t) - X(t)| < Ì Iy(t)-x(t)|dt s AL|U-u| , ssts1, 
5 


y() TG) cT_(z(+)), 


IA 


Iy(t) - x(t)| s (AL+H)|U-u| , sstsi. 


Di qui e da (16) segue, se L, è la costante di Lipschitz per f, 


7 


IVAN 


6(s,u) 9, (y(-)) 9, 


IA 


d(s,U) - $(s,u)S 990) - 940) 


1 
af Tyct) - x(t)kt+ (1,401 (1)] 
S 


(AL+) (q+L,+K)|u-u| 


IA 
UAN 


IA 


Pertanto si ha, con L, = (AL#1) (Q+L,+K), 
(viii) |6(s,u) -9(s,u)|£ L_ |u-u] , se |u-u| < 8. 


Passiamo ora al caso generale. Sia (s,u) € Tglz()), S<S, 


Se $(s,u) = 9, ul)» con x(-) € E, ù si ha dal Lemma 3 


$(s,u) = d(5,x(5)) , se |s-5| so. 
Supponiamo inoltre 
= O) = D 
|s-s| < M > |u-u| < DE 


Allora otteniamo 
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|x(5) - u| < |x(5) - x(s)|+]u-U| < 
< M|s-s| + |u-u| < 8 
e quindi, utilizzando (viii), 
Idds,u) - 9(5,u)] = |o(s,x(5)) - 9(5,u)| 
sk |x(5) - u| s L,(M|s-s|'+ |u-u]). 
Questo conclude la dimostrazione. 
Lemma 5. (B) implica (5A) e (4A). 


Se è vero (B), possiamo supporre soddisfatte le ipotesi del 


Lemma 3 e del Lemma 4. Dunque la formula (16) definisce è: Tg(20°)) + R 


localmente lipschitziana che verifica (15). Proviamo che verifica anche 
(5a). 

Sia (a,8) € D $(s,u), con (s,u) punto interno a Tg(2(-)) e 
quindi con 0 < s < 1, e sia v € F(s,u). Poniamo 

y(t) = u+ (t-s)v n Eta 
Allora si ha, ricordando la formula (3), 
r(t) = p(y(t), F(t.y(t)) = p(v, F(t,u + (t-s)v)) s 2M, 


S - 
af r(t)dt < 2AM (5-5). 
Ss 


Se fissiamo a e S in modo da soddisfare le condizioni 
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ota A (8 - |u-z(s)]) , 


a 


0 Ses < ZAN ? 


O) 


abbiamo T, (y(-)) ET. (Z(")) Ne quindi possiamo applicare il Lemma 2 
e ottenere una traiettoria y(-): [sist 4° che verifica le condizioni 


y(s)=u, 
S__ S A 
(ix) I Iy(r)-v[dr < A | p(w.F(rsu + (r-s)v))dr per s St ss, 
t t 
(x) (VET (0) CT 20) c Ten. 


Sia y*(-) e E " tale che $(s,u) = 9, u® 0). Allora le due 


traiettorie y(*) e y*(*) si incollano in una traiettoria Y(-) € Es (E) 


per la quale si ha, ricordando 1a (x), per s st <s, 


IA 


oltay(8)) s 9, zy 00 = 9 00) = 605,0). 
Pertanto si ha 


(xi) d(t.y(t)) < $(s,u) per ss<t<s, 


IA 


Dalla definizione di D'$(s,u) si ha 


i 0, 9 = > 5 9 di 99 X° 
min_{0, g(t ac rt 8) * (t-s, x-u)} _ stesa 0, 


(t,x)>(s,u) 


e quindi 


d(t,x) - $(s,u) - (0,8) » (t-s, x-a) > It-s,x-u)|e(t-s,x-u). 
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Se poniamo x = y(t) e usiamo (xi), otteniamo 


I 


0 > d(t.y(t)) - 6(s,u) > 


IV 


> (0,8) + (t-5, Y(t) - u) + |(t-s, Y(t)-u)e(t-s,y(t)-u). 


Poniamo h = s - t > 0. Allora si ha 


V(sch)eu | + 1° Ipcorior su 
h Mi h h \y | = -} 
S- 


i |ch, y(s-h)-u)|e(-h, y(s-h)-u) 0 , 
h+o 
i S 
y(s-h)-u __1 » n 
ed c y(t)dt = 


1 è 
5} | {y(t) - y(t)]dt - v_, 
s-h 


e si ha anche, ricordando (1) e (ix), 


s , a fs 
| h | [y(t) - y(t)]dt | < A { p(v.F(t,u+(t-s)v))dt < 
s-h s-h 


A S 
£ h | h{[ F(s.,u), F(t,u + (t-s)v)] dt xv 
s-h 


Pertanto si può concludere che riesce 


dela) * (1, =) 
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e quindi 
a = (-B) cv o Vver (su), 
a = max{(-8) - v|  v € F(s,u)} = H(s,u,-8). 


Questo prova (5a). 


Supponiamo ora (a,8) = Vò(s,u). Da quanto visto sopra segue 
a- H(s,u,-8) 2 0. 


Sia x(*) e E i minimizzante per $(s,u). Allora si ha dal Lemma 3, formu 


9 


la (17), ricordando che è s < 1 
(xii) d(s,u) = d(t,x(t)) per s<ts<ss +0. 


Dalla definizione di gradiente 


(t,x) -9(s.u)-(0,8) © (t-s,x-u) _ sc“ Ran 


|t-s, x-u)| (t,x)}>(s,u) © 


e da (xii) si ottiene, conh=t - s > 0, 


- (0,8) (1, x(SHh) = x(8))_ 


- |(1, x(s+h) - x(s), 


h e(h,x(s+h)-x(s) = e (h) 0, 


h>o 


e quindi 
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s+h 
DÌ (h) + a= (-B) Fs nzis) = i} k (-B)-X(t)dt < 
s+h s+h 
<1 ("mex stava L[T Hexce), -et. 


s_ veF(t,x(t)) 


Siccome H è continua, di qui segue 
a <s H(s, u, -8), 
e perciò si può concludere che 
a - H(s, u, -B) = 0, 
come si voleva. 
Lemma 6. (2a) implica (1a) e (4a) implica (3a). 


Proviamo che (2a) implica (Ta). Fissiamo (a B) Ed d(t,x). 


Osserviamo che (2a) si può scrivere nelle forme equivalenti 


‘$, > max (-9@.)-v= -min d - Vi 
È veF(t,x) di veF(t,x) È 
(2a') drt9,v30 > Vv EF(t,x). 
Analogamente (1a) è equivalente a 
(1a') a +8 v20 per ogni (a,8) cag(t,x) ev EF(t,x). 


Dalla definizione di 2dg9(t,x) segue che si ha 
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u n 
(0,8) = Lx E > L2,=1,20, 


= lim Volt; sx.) (t;3%,) —— (t,x), 
j400 


mentre dalla continuità di F segue 

F(tx).c F(t;3%;) + e;B » € > 0. 
Allora possiamo rappresentare v € F(t,x) nella forma 

V = Vj +; b. , vie F(t;3X), LA 2 da 
e da (2a') otteniamo 

0 < Volt; 3%) et, vi) = 

= Volt; x.) (1) - e; Vlt;,x;) * (1, b.). 


Siccome IV (t; x, ) | S L, = costante di Lipschitz di $, si ottiene 


ose. (i, v) 


e ancora 


dA EL Cav) = (0,8) > (1,v) =a+g-v. 


Questo prova {1a') e quindi (1a). 
Per provare che (3a) segue da (4a) resta la prova che da (4a) 


segue la possibilità di trovare qualche (0,8) €26(t,x) per cui sia 
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a - H(t,x, - B) = 0. 


Per (4a), esiste una successione (tx; ) + (t,x) tale che vo(t >: ) = 
= (a; B;) verifica (4a). Siccome si ha Ivo(t; x.) | $ Lo possiamo sup- 


porre 


(0; 8,) ge 8 


eventualmente passando a una sottosuccessione. Dalla semicontinuità su- 


periore di 9$ segue che (a,B) E dg(t,x) e dalla continuità di H segue 
cd = H(t,x,-B) = 0, 


come si voleva. 


Dai lemmi precedenti e dalla Proposizione 1 segue che si ha 


(1A) > (B) + (4A) > (3A) > (IA), 


(B) + (5A) > (2A) > (IA), 


e questo conclude la dimostrazione del Teorema 2. 
Da (IA) segue anche (15'), poiché si da da (ii) e da (15), 
per 0<Sts |], 


t 
d(t,z(t)) - d(0,x,) = — 620, 


1 
#(1,2(1)) -— ottszt) =| Le =0, 
t 


g(0,x) = f(2(1)) = d(1,2(1)). 
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5. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3 


Supponiamo che (P) non sia calmo in z(-) e proviamo che non 
è fortemente normale. 

Per ipotesi esiste € > 0 tale che Totart cLe z(-) è 
soluzione di (P) in LA (z(-)). Supponiamo E, SA. 


Applichiamo il Lemma 3 sotto le condizioni 


4 
1 € 
sile cieli e LT 
= (24, + 3e) = q(e) 
€ 


Esiste y(-)e EX, tale che 


d(0,x,) = 9o,x0 10 (0) = 


1 
POME 0900) [ (Iterzie) certe < 
0) 


IA 


1 
FO)" Ax tx (1,0, age) f (Ix(t)-2(t)|-e)"dt 
(e) 


per ogni traiettoria x(-) Cc Too 020*)) con x(0) = xo Se moltiplichiamo 


il tutto per a otteniamo che y(-) risolve il problema 


1 
(PO) minte3f(x(1)) + p(x(1), c,) +a(e)e® f (]x(t)-z(t)]|-e)'%dt|x(0) = X 
lo 


x(t) € F(t,x(t)) q.d., |x(t) - y(t)|<e per 0 < t < 1} 


Osserviamo ora, con Clarke e Vinter [1], che si ha per ogni 
EER 
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p(E,C,) = min {|g-c||ce c,} = 


= mint[e-x_ (MIX) = 0 per0Stts$ 1, x (0) € c;}. 
Di conseguenza possiamo scrivere (P_) nella forma 
3 3 i + 
(PL) minle £(x(1))+]x(1)-x (D+ a(e)e f (|x(t)-z(t)|-e) dt|x(0) = xo? 
lo) 
x (0) E Ci x(t) e F(t,x(t)), Kolt) = 0, |x(t)-y(t)|<e per Osts1} 
e una soluzione di Po) è data da 


t+ (c,3y(t)) = (yo lt)» y(t)), 


con <, E C, tale che 


(i) p(y(1), C,) = ly(1) - cl. 


Tale soluzione deve verificare le condizioni di Hamilton (cfr. [8] per 


esempio) con Hamiltoniana 
N ct, (x0%), (p_P)) = maxtp so + p.vlv € F(t,x)} = 
= H(t,x,p). 


Dunque esiste (pol)» p(-)): [0,1] > R" assolutamente continua tale che 


XIII-35. 
(-b: dd» dI) € sh (t, Yo Ys Po? PI - g(e)e%a(1y-2|-e)*, 
(910), p(0)) EN (cx; (4,(0), Y(0))). 
01), PA) € AL et) + 1) - (01 
Ne seguono le condizioni 
(ii) (-d, 4) € aH(t,y,p) - gle)e? a(ly-z[-e)*, 
3 


(iii) -pl1) ce” af(y(1)) + 9y 1y(1) - VAGDIE 


Proviamo che y(1) & G- Se così non fosse, la traiettoria 


y(-) sarebbe ammissibile per (P) e quindi si avrebbe 
F(z(1)) < F(M) S FUYM) + (1), G) + 
1 + 
+ g(e) | (Iy(t)-z(x)|-e) "dt = d(0,x,)- 
0 


Ma per ipotesi (P) non è calmo in z(°). Quindi esiste una traiettoria 
x(*): [0,1]++ R" tale ohe x(0) = x, ® 


x(t) - z(t)| <e per 0sts1, 
F(2(1)) ><; plx(1), C,) + F(x(1)). 
E 
Di qui si ottiene 


1 
F(z(1)) > f(X1)) +e 0(x(1),0,sa(e) | tx(t)-z(t)|-e)'dt = d(0,x.) 
b) 
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e questo contraddice la disuguaglianza precedente. 
Ora vogliamo "passare al limite per e + o" in (ii) e (iii). 
Osserviamo che si ha 
, P + 
(iv) a(|y-z|-e) CB, 


(v) af(y) CL, B, 


se L, è la costante di Lipschitz per f. 


Siccome y(1) # = Yo61)» si ha anche 


907 _ y(1)-c1 
(vi) d,ly(1) “a yo ve Iy{1)-c, . 
e quindi 

3 y(1)-c, 
(iii') -p(1) ce'df(y(1)) * al . 


da (iii') e (v) segue 

(vii) |p(1)| su +! 

mentre da (ii) e (iv) segueshet unacostante M, = 0, 
Ij(t)] s L,Ip(t)| +M 


e quindi, mediante il lemma di Gronwa11, si ottiene, per una costante 


> 
M, 20, 


(viii) |p(t)|s Mi q:d. 
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Si ha anche 

(ix) ly(1)] s |z(1)| +26 3-|z(1)| +1, 
(x) Iy(t)| SM q.d., 

(xi) |y(t) - z(t)| <s 2e. 


Da (ii), (vii), (ix), (viii), (x) segue che esiste una successione 
E; * 0+ per i > © tale che, dette y;(*) e p;(*) le funzioni corrisponden 
ti, riesce 


y; (8) > z(t), p;(t) > p(t) per i + 0° 


uniformemente per 0 $ t £ 1, con p(-) assolutamente continua che verifi 


ca la condizione 
(-b, z) E dH(t,z,p) q.d. 


Si ha poi 


e di qui segue, ricordando la definizione di cono normale, 
-p(1) € N(C,; z(1) , |p(M|=1. 


Questo prova che (P) non è strettamente normale. 
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6. SOLUZIONI GENERALIZZATE SECONDO CRANDALL-LIONS 


Esponiamo alcuni risultati di [2] che motivano la considera- 
zione della condizione (5a) nel Teorema 2. 
o n i £ as, a 
Fissiamo un aperto 0 CR e consideriamo le successioni di 


funzioni continue 
n 
G; :OxRxR +R, 
u, :0+R, 
i 


che supponiamo localmente uniformemente convergenti rispettivamente alle 


funzioni continue G e u. Allora si hanno i seguenti teoremi 4 e 5. 


Teorema 4. Se per ogni i le funzioni G; eu; verificano la 


condizione 
- G(xu, (x),E) SO per ogni x e 0 e E e D'u;(x), 


allora la stessa condizione vale per G e u. 


Se per ogni i è verificata la condizione 
G(x,u. (x), E) S0 per ogni x €0 e EE D' u. (x), 
allora la stessa condizione vale per G e u. 


. E cÈ (0) per ogni i e 


Teorema 5. Supponiamo U; 


0< eg —+ (o) per i + ©. 


XIII-39. 

Se le funzioni G; eu, verificano la condizione 

e;Au, (x) < G; (x, u; (x), Vu, (x)) per x € 0, 
allora Ge u verificano la condizione 
(19-) - G(x,u(x), E) “0 per ogni xE0 e EE D u(x). 

Se G; e u; verificano la condizione 

G;(x3u; (x), Vu, (x)) s e; du, (x) per x € 0 
allora Ge u verificano la condizione 
(19+) G(x,u(x), E) $0 per ognixe0eze D'u(x). 


Osservazione. Il teorema 5 vale ancora se si sostituisce 


A u, (x) con 


In tal caso è sufficiente che Ù; (SÌ c'(o) e che esistano e siano conti- 
nue le derivate (3/9x,)“u, per 1<Sk sm. 
Per la dimostrazione dei teoremi precedenti, in [2] viene 


utilizzata la seguente caratterizzazione delle condizioni (19+) 


Teorema 6. Supponiamo u e G continue. Allora sono equivalen 
ti le affermazioni 
i) vale (194); 
ii) se0Sde c7(0), k ER, max{: $(x)[u(x)-k]} > 0, allora esiste 
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y'€0 tale che 


+ 


d(y) [u(y)-K] = max{® è (x) [u(x)-k ], 


+ 


G(y,uly), - aly vé(y)) < 0. 


La condizione ii) è assunta in [2] come definizione inizia- 
le di soluzione generalizzata. In [2] e [5] sono otteruti anche diversi 
risultati di unicità per le soluzioni generalizzate del problema di Di- 
richlet. In [5] viene usato il Teorema 5 per provare vari teoremi di esi 
stenza. Ci limitiamo a ricordare un risultato enunciato in [5] (Theorem 
9.1, Remark 9.1, pag. 204-5). 

Sia 0 cr" aperto, T > 0, Q= [O,T[x0. Supponiamo che la fun 


zione 
dx Ra (t,x,.p) —— H(t,x,p) E R 
sia convessa rispetto a p e verifichi le condizioni 
H(t,x,0) =0 in Q, 


|H(t',x',p')-H(t,xp)|<C(1+]p])](tt,x",p")-(t,xp)]; 


inf _ H(t.x.p) ——> +%- 
(t.,x)eQ pl E 


Allora si ha il seguente 


Teorema 7. Se H verifica le condizioni precedenti e se esi- 


ste v: Q + R lipschitziana e tale che 
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“+ H (t,x,V.v) <0 q.d. inQ, 


allora esiste u :0+R lipschitziana e tale che 


* [a'+ H(t,x,B8)] <0 per ogni (0,8) E D u(t,x) 


e per ogni (t,x) interno a Q. 


Terminiamo con alcuni esempi. 
Esempio 1. Consideriamo il problema in R 
(P.) min{|x(1)|||X(t)|<1., x(0)=0, x(1) € [1, 21}. 


1 


Dalle condizioni 


IA 
— 


i 
1sx(1) -| X(t)dt 
lo 
segue X(t) = 1 q.d. e quindi che z(t) = t è soluzione. 
Se x(*): [0,1] + R è una traiettoria tale che x(0) = 0, allo 


ra riesce |x(1)| < 1 e quindi 


|z(1)|=1 


(1-]x(1)]) + [x(1)] s |1-x(1)] + |x(1)] = 


|x(1)] + p (x(1), [1,2]) 


Dunque il problema è calmo in z(-). 
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L'Hamiltoniana è data da H(x,p) = |p| e si ha 


pl = 1** 


dH(x,p) = {o} x 
“E ,1] sep=0 


Si ha inoltre N ([1,2] ; 1) = ]1-©,0] . 


Allora la funzione p(t) = 1 per 0 < t < 1 è soluzione del 
problema 


(-b, 2) € 3H (z,p) >» -p(1) EN (1,2) ; z(1)) 

Questo prova che il problema (P,) non è strettamente normale. 
Esempio 2. Sia 0 aperto in Re ge c (0) tale che 

Ig(x)| + |[vg(x)] > 0 per ogni x e 0. 


+ 
Posto 0° = {x€0| 


H+ 


g(x) > 0}, supponiamo pe cl (03 tali che 


+ 


u (x) 


u (x) se g(x) = 0 


e poniamo 
e u'(x) se x E 0, 
“ fl) : sex €07 


Allora si ha o e D'u(x) , g(x) = 0, se e solo se 


+Vu (x) © Vg(x) £ + oi - Vg(x) S #V u (x) © Vg(x) , 


Vu (x) - h=a - ho se Vg(x)- h=0. 
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In particolare, se g(x) = X,» le condizioni precedenti si 


scrivono nella forma 


#0_u*(x) Sta stDU (x); 
D.ul(x) 1sjsen-1 
.U (X)= oa, perl <Sjg&n- 
j j p J 
Per la verifica rimandiamo a [2], 1.3. 
Esempio 3. La funzione u definita su R x R" da 


_UOset ss |x 


u(tsx) = 
Sa |x| set = |x| 


è lipschitziana e verifica la condizione 
4 * Ig, ul = 0 q.d. 

Se to > 0, si verifica che risce (0,8) € D'u(t,0) se e solo se 
o =1 2 |B|j. 

Ne segue che 
a - |8B| = 1-[B] > 0 se [pl<1, 


e quindi che non vale la condizione (19+). 


Siccome si ha D ult, 39) = 4, vale la (19-). 


Esempio 4. Consideriamo il problema in R 
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$(s,u) = minf1-|x(1)|||X(t)|z1 pers <t < 1, x(s) = u} 
per 0 <s < 1, ueR. 
Si verifica che il problema ha soluzione. Si ha H(x,p) = |p| 


e quindi, se x(-): [s,1]+ R è una soluzione, esiste p(*): [s,1] + R ta- 


le che 


(-p,X) € {o} xa |p| »  -p(1) € -a]|x(1)1 


Pertanto si ha p = 0 q.d. e quindi p(t) 
Se x(1) > 0, si ha p(1)=1 


p(1) perssts< 1. 
p(t) e quindi x(t) 


" 
DES 
n 


x(t)=u+t-s pers Stsl, 


0<x(1) +1-5S ), 


" 
[< 


1-|x(1)| 


"U 
v 
' 
Cc 


Se x(1) < 0, si ha p(1) = -1= p(t) e quindi x(t) = -1, 


A 


x(t)=u+s-t pers Stsl, 
03 x) = 1 


1 


|x(1)|=s +u. 
Siccome s + u < s - u se e solo seus 0, si ottiene 
d(s,u) =s - |u] per 0<$5s $T, ueR. 
Se z(t) = t per 0 <t < 1, allora z(-) è soluzione per 9(0,0) e è veri- 
fica le condizioni del Teorema 2, con Gi = R, ma non è soluzione genera 


lizzata secondo Crandall-Lions [2] dell'equazione d,°1-9, = 0, come pro 


va l'Esempio 3. 
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Tuttavia, consideriamo il problema 
d_(s3u) = minft-]x(1)]||%(t)| < 1, |x(t) - t| se perssits1, x(s)=u} 
con 0 < e <1. Questo ha soluzione data da 
d_(s;u) =s-u per0$s$ 1, uER 


Ora è LA = c! e quindi è anche soluzione secondo Crandall-Lions. 0sser- 


viamo che $(s,u) < d_(S3U) per u < 0. 
Esempio 5. Consideriamo il problema in RÉ 
min{x,(1)]%, =0, EAIENE x, (0) = 0 = x (0)}. 


La sua unica soluzione è z(t) = (0,0) e il problema è calmo in z(-), poi 
ché Ca = Ri, Proviamo che non esiste alcuna funzione $ di classe c! che 
verifica le condizioni del Teorema 2. Infatti, se esiste una tale $ si 
ha 


Q(13x]3%,) = F(X 3%) = Xo» 
$(0,0,0) wi 0, 

H(x3X93Pj>Pp) = Dx 1lppl» 

dp (tx) Dr lx] rei 3x5) | = 0. 


Poniamo 


y(0) = (x 3% ° lx {(e-t)) per 0 St<S68<1, 
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Allora si ha 
max|y(e)| — 6 per 1,3%) | —+0 
(e) 


e, poiché i na =1, si ha anche 


lia 20 per t 80 lu 


con 0 £< LA < 1. Ne segue 


7 
$(1,y(1)) - o(t.y(t)) = | pd (6,y(0))do = 
t 


1 
5 | [xl [lò, (6,y(6)| - 9. (0.yl0)) ]do = 0 
t 2 Ya 
se t <t <1. Pertanto si ha 


d(t,x o) = lx, (1-t) 


1 


per to Sts<s1 e 1(x,3*)| sufficientemente piccolo, e questo esclude 


che ò sia di classe d . Questo esempio è dovuto a Clarke. 
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